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Аннотация 
В этой работе исследованы полуэволюционные системы и их 

аппроксимации эволюционными, которые содержат малые параметры при 
производных во времени. Текущая задача приведена к решению простейшей 
параболо - эллиптической системы для метода слабой аппроксимации. При 
этом было изучено влияние малого параметра e  при производной по времени 
на сходимость решения расщепленной задачи к решению исходной. Также 
были определены оценки для производных по пространственным переменным.  

В результате исследования была получена оценка скорости сходимости 
решений данной задачи к решению исходной задачи при стремлении к нулю 
параметра расщепления.         

Ключевые слова: эволюционные системы,  параболо - эллиптические 
системы, аппроксимация, метод слабой аппроксимации, приближенное 
решение. 

 
В работах [1, 2] изучены 

системы дифференциальных 
уравнений составного типа и их 
аппроксимации системами, 
принадлежащими одному из хорошо 
изученных типов. В частности, 
исследованы полуэволюционные 
системы и их аппроксимации 
эволюционными, содержащие малые 
параметры при производных во 
времени.  Для решения 
эволюционных систем различных 

типов имеется много эффективных 
методов, в частности, метод 
дробных шагов [3]. Встает вопрос, 
как влияет малый параметр e  при 
производной по времени на 
сходимость решения расщепленной 
задачи к решению исходной. В 
данном случае этот вопрос 
рассматривается в случае 
простейшей параболо - 
эллиптической системы для метода 
слабой аппроксимации. 

 
Пусть ilT   ,  - заданные положительные постоянные 2,1=i , 
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Рассмотрим в [ ]TQ ,0  полуэволюционную систему уравнений: 
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        Аппроксимируем  систему (1) эволюционной системой  
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содержащей малый параметр 0>e  при производной по времени. Рассмотрим 
для системы (5) однородные краевые условия (2) и начальные данные 

                  j==0tu ,                                                                                              (6) 
 

где ( )21,jjj = , 1j  - произвольно заданная функция, 2j  - решение задачи  (4). 
Согласно методу слабой аппроксимации расщепим задачу (5),   (3),   (6)   на 

одномерные задачи: 
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Здесь 1,...1 ,0 -= Nn ; TN =t . На каждом дробном шаге начальные данные 

берутся с предыдущего дробного шага: 
 

      ( )( ) ( )( )  1,0  ,2/02/ =+=++ jjnujnu tt tt .                                                   (10) 
 
Наша задача: оценить норму разности   uu -te ,   через параметры t  и e  

( te ,u -решение задачи (7) - (9), u -решение задачи (1)-(3)).  
Пусть 
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положительные постоянные, имеем  соотношения: 
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Ниже мы получим равномерные по t  априорные оценки решения t,2u . Для 

удобства в обозначениях индекс e  опустим, например, будем писать tu  вместо 
te ,u . 
Рассмотрим первый дробный шаг нулевого шага ( 0=n ). Умножим систему 

(7) на вектор kteu -t , ,0>= constk  и проинтегрируем результат по области  
( ) 2/0  ,,0 t£< tQ t . Учитывая соотношение (12), получим неравенство 
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При b4³k  из (13) следует, что 
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На втором дробном шаге ( )( )tt ,2/  ,0 Î= tn  решаем систему (8). Умножим (8) 

на ( )2/tt -- tkeu  и проинтегрируем результат по области ( )tQ ,2/t , tt £< t2/ .  
Аналогично (14) получим неравенство  
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Отсюда и из (14) имеем 
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Учитывая (14),(16) и повторяя наши рассуждения на первом ( )1=n , втором 

( )2=n  и последующих целых n"  шагах, получим для   ( ]Tt ,0Î   оценку 
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Выведем оценку первых производных по пространственным переменным. 

Рассмотрим первый дробный шаг при  0=n . Умножим систему (7) на вектор 
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Вследствие условия  (12)  
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Поэтому,  выбрав k  достаточно большим  ),2( b³k  из (18) получим оценку 
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Для оценки производной 
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 на первом дробном шаге продифференцируем 

систему (17) по 2x . Функция 
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переменной 1x , удовлетворяет однородным краевым условиям 
( ) ( ) 0,,,0, 212 == xltvxtv tt  и системе (17). Следовательно, аналогично оценке  (16),  

получим оценку 
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Рассматривая на втором дробном шаге систему уравнений (8) и повторяя 

предыдущие рассуждения, получим следующее соотношение: 
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Из  двух последних неравенств  при  ( ]t,0Ît  следует оценка 
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Повторяя наши рассуждения на первом, втором и всех последующих целых 

шагах, получим оценку (19) уже  на всем отрезке [ ]T,0 . 

Ниже мы получим оценку производной 
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члены и дважды – второй член, получим:  
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      Дифференцируя систему (7) по 2x , умножая результат дифференцирования 
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Дважды дифференцируя систему (7) по 2x , умножая результат на 
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Трижды дифференцируя систему (7) по 2x , умножая результат на 
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Замечание 1.  Легко заметить, что производные вида 0   0,k  ,2
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целое, обращается в нуль на отрезках границы области W  при 01 =x  и 11 lx = , 

только при 0=m , а произведение вида m
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x 2
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 - при 02 =x  и 22 lx = . Этот факт 

позволяет проводить интегрирование по частям во всех рассматриваемых 
случаях. 

Рассматривая на втором дробном шаге систему (8), аналогично тому, как 
были получены соотношения (21) - (24) (но в другой последовательности, так 
как система (8) содержит производные по 2x  и меняются местами переменные 

1x , 2x ), получим соотношение 
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Из соотношений (21) - (25) следует, что  
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Повторив наши рассуждения на первом, втором и всех последующих шагах, 
получим оценку (26) уже для всех [ ]Tt ,0Î . 

Аналогично выводится оценка 
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Из соотношений (17), (20), (26), (27) заключаем, что  
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Здесь (и ниже) постоянная C  не зависит от e  и t , лишь от ba   ,  и начальных 
данных j . 

Из уравнений (7), (8) и соотношений (28) имеем: 
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Запишем систему (7), (8) в виде 
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где ( ) ( ) 0  ,2 ,2,1 ºº tt tt aa  на первых дробных шагах (при ( )[ ]tt 2/1, +Î nnt ), 
1,...,1,0 -= Nn . 

Рассмотрим средние функции t
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      Осредняя систему (30) (интегрируя обе части (30) по отрезку [ ]t+tt,  и деля 
результат на t ), находим, что вектор t

срu  удовлетворяет системе уравнений 
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где 
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Нетрудно показать, что используя вид функции tF , формулу конечных 
приращений Лагранжа получить оценку 
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где ÷
ø
öç

è
æW-1

2W  - пространство, сопряженное к ÷
ø
öç

è
æW1

2W . 

Обозначим теперь решение задачи  (7)-(9)  через   te ,u ,  а решение задачи  
(5), (3), (6) – через  eu .   Тогда вектор   ete uuw ср            , -=     удовлетворяет системе      
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с однородными граничными условиями и начальными данными  
( ) ( ) jte     0    0 , -= срuw , удовлетворяющими вследствие  (29) неравенству     
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В силу (12), (34), (36) для решения w  уравнения (35) имеет место оценка 
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Так как вследствие (29), (31) 
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то по неравенству треугольника из  (37),  (38)  следует оценка  
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Таким образом, доказана 

Теорема 1  Пусть ( )WÎ 3
2Wkj , 2,1=k  и коэффициенты системы уравнений 
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положительные постоянные.  Тогда имеет место оценка   (39),   где  eu  - 
решение  задачи  (5), (3),  (6),  te ,u - решение задачи  (7)- (9) и  постоянная  С   не 
зависит от   te   , ,  а лишь от  

( )W3
2

,,
W

jba . 
Замечание 2  При выполнении  условия  (11)  решения  рассмотренных 

задач обладает гладкостью, для законности проведенных выше преобразований. 
 Рассмотрим теперь задачу  (1)-(3). Легко видеть, что она эквивалентна 

задаче (1), (2)  с начальными данными  (6)  при условии их согласования  
     0                 212111212111 =++D+D jjjj bbaa .                                        (40) 

Здесь функция 1j  определяется из первого уравнения системы (1.83) при   
0®t .  Из результатов работ  [ ]5,4   следует, что при выполнении   условий  (11), 

(12), (40)  имеет место оценка  
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где  u  - решение задачи     (1) – (3)   класса   ( )( )( )21
2

1
2 ;,0 WWTW . 

Из соотношений     (39),  (41)  следует, что  
 

   
÷
÷

ø

ö

ç
ç

è

æ
+×£W-+

W
-

2
32)))(1

2
;,0(2(

, 
))(2;,0(

,
22 

e

t
e

tete CWTLuu
LTC

uu .    (42) 

 Таким образом, доказана 
Теорема  2  Пусть выполняются  соотношения  (11), (12)  и условия 

согласования (40).  Тогда имеет место оценка (42). 
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Түйін 
 

Бұл жұмыста жартылай эволюциалық жүйе және оның құрамында уақыт 
бойынша туындының алдында өте аз өлшемді параметрі бар эволюциалық 
жүйеге жуықтауы зерттелген. Осы есеп қарапайым параболалық-эллипстік 
жүйесінің шешімін жәй жуықтау әдісімен шешуге келтірілген. Сонымен қатар, 
өте аз өлшемді e  параметрі бар ыдыратылған есептің шешімінің берілген 
есептің шешіміне жуықталуына әсері қарастырылып, кеңістік айнымалылары 
бойынша алынған арқылы туындыларының бағалары анықталған. 

Зерттеудің қортындысында ыдырату параметрі нөлге ұмтылғандағы   
есептің шешімінің берілген есептің шешіміне ыдырату параметрі нөлге 
ұмтылған жағдайда жинақталу жылдамдығы алынған. 
 

Summury 
 

In this paper the semi-evolutionary systems and their approximations with 
small parameters on the derivatives over time are investigated. This problem is 
reduced to solving simple parabolic - elliptic system by the method of weak 
approximation. Thus the influence of small parameter e  at the derivative with respect 
to time on the convergence of the solution of the split problem to the solution of the 
original problem is studied. Also estimates for derivatives are determined by spatial 
variables.  

As a result of research estimates of the rate of convergence of the problem 
solutions to the solution of the original problem as splitting parameter tends to zero 
are obtained. 

 
 

 


